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1 . Soit a une grandeur prise a volonte. Si a ccttc gran- 
deur on en ajoutc une scconde qui lui soit ogalc, |Hnir 
ne former qu’un soul tout, on aura une nouvcllc gran- 
deur, qui sera exprimee par an. Faisant sur cello derniArc 
grandeur une pareille operation, le rcsultat sera exprime 
par 3/7, ct ainsi dc suite. On oktiendra ainsi une suite dc 
grandeurs 

«, 2 «, 3/7, 4/7...., 

dont chnquc terme nait du precedent, par une operation 
qui cst Ja nuiine pour tous Ies termes, et qui peut clrc 
repetee indefiniment. 

Considcrons cctte memc suite A rebours, savoir : 

.... 4 a * 3 //, 2/7, a . 

On peut encore conccvoir, dans cette nouvclle suite, 
chaquc terme comme deduit du precedent , par une ope- 

Argand. i 
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ration inverse dc cello qui scit a la formation de la pre- 
miere suite; m a is il existc une difference notable cntre 
lcs deux suites : la premiere peut dtre poussec aussi loin 
<ju*on voudra ; il n*cn cst pas dc mcmc dc la scconde. 
Apres Ic ternic a, on trouvera 1c tonne o; niais, pour 
allcr plus loin, il faut que la nature de la grandeur a soit 
telle, qu'on puissc operer a 1’cgard dc o comme on l’a fait 
i I'egai'd dcs termes . . . , 4 a, 3 a, 2a, a. Or e’est ce qui 
ifest pas toujours possible. 

Si a, par cxcmple, dcsigne un poids materiel , comme 
lc gramme , la suite des quantitds . . 3<r, 2 a, a , o 
no peut etre conlinuce au dela de o; car on ote bien 
i gramme dc 3, de 2 ou de I gramme, mats on no sau- 
rait l*6ter dc o. Ainsi lcs termes qui devraient suivre o 
no peuvent avoir d’cxistcnce que dans l’imngination ; ils 
peuvent, par ccla meinc, dtre appclcs iniaginaires. 

Mats, au lieu d’une suite de poids rautericls, consido- 
rons lcs divers degre's dc pcsantcur qui agissent sur Ic 
bassin A d*une balance qui conticnt dcs poids dans scs 
deux bassins, ct supposons, pour donner plus d’appui .it 
nos idecs, quo lcs niouvements des bras de cctte balance 
snicut propordonncls aux poids ajoutes ou retrenches, 
efl’ct qui aurait lieu, par cxcmple, au moycn d’un rcssort 
adapte & l'axc. Si l’addition du poids n dans lc bassin A 
fait varier de la quantitc n ' l’extrcmite du bras A, I’addi- 
tion dcs poids 2 n, 3 n t 4 occasionnera, sur cctte 
meme extremitc, des valuations 2 n\ 3 n\ 4 et ces 
variations pourront etre prises pour mesure de la pesan- 
teur agissant sur Ie bassin A : cctte pcsantcur est o pour 
!e cas d’c’galitd cntre lcs deux bassins. On pourra, en 
ajoutant dans Ie bassin A des poids «, 2 «, 3 n,. . ob- 
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tenir les pcs.™ ten rs n\ 2 n\ 3//',..., on, cn partant dc 
h pcsnntcur 3«', obtcnir, cn rclranchant dcs | wills, las 
pcsantcurs 2 //, n\ o. Mais ccs divers degre's peuvent 
elre produits non-seulcmcnt cn enlcvank dcs poids tut 
bassm A, mais aussi cn cn ajoutnnt au bassm 15. Or 
l'addition dc poids aur Ic bassin 15 peut ctrc rcpcltfo 
indefiniment; ninsi, cn la continuant, on forincra dc nou- 
veaux degres dc pesantcur exprimes par — w', — 2 //', 
— 3«\ . . . , ct ccs tennes, nppcles nvgatifs, cxprimermit 
dcs quantiles aussi reel les que les termes posiiils. Oil voit 
done aussi que, si deux tenues, dc signes diflorents, ont 
lc imbue nombre pour coefficient, conmie 3//, — 3//, 
ils cxprinicront deux dials da lcvicr tcls, que I'cxtremity 
qui marque les degres dc (wsantcur sera, dans I’un ct 
dans Tautre, cgalcmont dloignoc du point o. On pent con- 
sidercr ceieloignenicntcn faisant abstraction du sens dans 
lequcl il a lieu, ct lui donner alors lc nom d 'absoln. 

Considcrons encore dans unc autre cspdcc dc gran- 
deurs lu generation des quantiles negatives. Si, pour comp- 
ter unc somme d'argent, on adoptc pour unite lc franc. 
materiel, on pourra operer dcs diminutions succcssivcs 
sur ccttc somme, et la reduire & zero par la soustractinn 
il’un certain nombre dc francs. Arrive it cc terme, 011 
voit quo la soustrnction ccsse d’etre pmticable, et que, 
par consequent, — 1 franc, — 2 francs,... sont dcs 
qunntitcs imaginaircs. 

Prenons roaintenant lc franc dc comptc pour unite, a 
desscin d’cvalucr la fortune d’un individu, laquclle sc‘ 
compose de valours actives ct dc valours passives. Cc que 
nous appelons diminution dans cette fortune pourra avoir 
lieu soil par lc retranchcment d’un nombre dc francs a 

1. 



- 4 - 

l’actif, soit par l’addition d’uu nombre dc francs au passif, 
et, ca jioussant a un certain terrae cctte diminution par 
1'iin dc ccs deux moyens, on parviendra A tine fortune 
negative, telle que — too francs, — 200 francs, .... Ccs 
expressions significront que 1c nombre de francs dcs vd- 
Icurs passives, considerc abstraitement, cst plus grand 
dc 100, dc 200,. . . que cclui dcs valcurs actives. Ainsi 
— 100 francs, — 200 francs, . . . , qui n’cxpvimaient dans 
Ie premier cas que dcs quantites imaginaircs, repre- 
sentent ici dcs quantites aussi replies que colics que de- 
signed les expressions positives. 

2. Ccs notions sont trcs-elcmentaircs; nennmoins il 
1 Test pas si aise qu’il pourrait le paraltrc d’abord de les 
etablir d’unc manierc bicn lumineuse, ct d’y donfter cello 
genera lilt* que deninnde leur application aux calculs. On 
nc peut d'nilleurs douterde la difficulte du sujet, si 1’on 
rcflecliit que les sciences cxactcs avaicntetc cultivccs pen- 
dant un graud nombre de siccles, ct qu’elles avaient fait 
de tres-grands progres avant qu’on cdt acquis les veri- 
tablcs notions dcs quantile’s negatives, ct qu’on cut con^u 
la inaniurc generate do les employer. 

Au rcstc, on ne s'est nullcmcnt propose de donner ici 
dcs principcs plus rigoureux ou plus evidents que ccux 
qu'011 trouve dans les Ouvrages qui traitent ce sujet; on 
a cu simplcmcnt pour but dc fairc deux remarques sur 
les quantites negatives. La premiere cst quo, scion i’es- 
pecc dc grandeurs it laquellc on applique la numeration,, 
la quantile negative est rcelle ou iraaginaire ("); la se- 


t’) Lo sens dons Icqucl on prend ccs mots cst su HI sa lament 




condc cst quc, deux quantiles d’unc cspccc susccpt !!»!<• 
dc fotirnir dcs valours negatives ctant comparecs e litre 
dies, I'idee do leur rapport cst complcxe. Elio com proud : 
i° 1’ideo du rapport nunicriquc dependant dc lours gran- 
deurs respcclivcs Considcrccs absolument ; 2 n l’idec du 
rapport des directions ou sens auxquelx dies appartiennent, 
ra])port qui cn est l'identite oil I’opposition. 

3. Maintenant, si, faisant abstraction du rapport des 
grandeurs absolucs, on cons id ere Ics diflerents cas quo 
peut prdsenter Ic rapport dcs directions, ou trouvera 
qu’ils sc reduisent i ccux qu’oflrcnt les deux proportions 
suivantes ; 

d- 1 : d- 1 — i : — r, 

-r- 1 : — i :: — i : +i. 

L’inspection dc ccs proportions ct do ccllcs quVm for- 
werait par Ic rcnverscmeiit dcs termes montre quc les 
termes moyens sont de signes scmblablcs ou dilfdrents, 
suivant quc les extremes sont cux-inemcs dc signes scni- 
blables ou dillorcnts. 

Qu’on sc propose actuellemcntde determiner la moyenne 
propurtiunncllc geometrique entredeux quantiles dc signes 


determine pap ce qui precede : ) 'extension qu'on domic ici a 
lour *i(jiiification ordinaire parait permiso, ct d'nilletirs n'esl 
ras absolument notivcllc. Ce qu'on appcllc, cn Opiiquc, foyer 
imacinairo, par opposition au Foyer reel, csl Ic point dc ren- 
contre de rayons qui n’onl pas unc existence physique, ct qui 
penvent, cn quclquc sortc, ilrc considcrcs coniine des rayons 
necatifs. 
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diflc rents, e’est-a-dire la quantitd x qui satisfait a la pro- 
portion 

-+■ i : ■+• x •. : ■+• x : — i . 

On cst arrdtd lei com mo on l’a etc en voulant continuer 
%iu dclil de o la progression arithmetique dccroissantc , 
car on nc peut egalcr x a aucun nombre positif ou ne- 
gatif; mnis, puisqu’on a trouve j>lus liaut que la quantitc 
negative, iniaginairc lorsquc la numeration dUiit appli- 
qiuic si de certaincs cspcccs de grandeurs, devenait rcellc 
lorsquc l’on combinait d’une ccrtaine raanierc l’iddc de 
grandeur absoluc avee l’idc'e de direction , ne ser.\it-il pas 
possible d'obtcnir 1c memo succes rclativement si la quan- 
titc dont i! s’agit, quantitc rnputcc iniaginairc par l’ini- 
possibilite oil Von est de lui assignor une place dans 
IVcIiclIe dcs quantiles positives ou negatives? 

lin y rcflechissant, il a para qu’on parviendrait i cc 
but si Ton pouvait trouver un genre de grandeurs au- 
qucl put s'allicr Pidee de direction, de manicre que, ctant 
adoptees deux directions opposces, Tune pour les valours 
positives, l’autro pour les valeurs negatives, il en cxistat 
une truisidrac telle, que la direction positive fut il cello 
dunt il s’agit commc ccllc-ci est & la direction negative. 

k. Or, si Foil prend un point fixo It (Jig. i) et qu’on 
ndoptc pour unite positive la ligno KA considered com mu 
ayaut sa direction de It en A, cc qu’on pourra designer 
par KA, pour distiugucr ccttc quantitc' de la ligne KA 
dans laquelle on nc considcrc ici que la grandeur absoluc, 
l’unite negative sera KI, le trait supericur aynnt la nu'me 
destination quo celui qui cst place sur KA, et la condi- 
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lion a laquollc il s'agit do satisfaire sera rcmplie par la 
ligne KE, pcrpcndiculairc aux precedences ct consulereo 

Fig. i. 



comme nyont sa direction dc K. cu E, ct qu'on exprimera 
cgalcmcnt par KE. En diet, !;t direction do KA cst, a 
l egard dc la direction dc KE, co que ccttc dcrnierc cst a 
l’egard dc la direction dc Kl. De plus, on voit que ccttc 
memo condition cst aussi bicn rein pile par ICN quo 
par KE, ces deux dcrniercs quantiles etant entre dies 
comme -i-i ct — i,ainsiquc ccla doit ctre. Elies son t done 
ce qu’on exprime ordinairement par i , — y — i . 

Par lino marche analogue, on poirra insurer de nou- 
vellcs m oy ennes projiortiomiellos entre los quantiles dont 
il vient d’etre question. En diet, pour construirc la 
moyenne proporUonncIlc entre KA ct KE, il faudra tirer 
l.i ligne CKLqui divisc l’anglc AKE en deux parties cgalcs, 
ct la moyenne cherclico sera KC ou KL. La ligne GKP 
donnera cgalcmcnt los moycimcs entre KE ct Kl ou entre 



- 8 - 


KA ct IvN. On obtiendra do memc Ics quantiles ICC, ltl). 
Kf, Kil, IU, KM, KO, KQ pour moyennes entre Ka 
ct KC, KC et KK, . . . , ct ainsi de suite. On pourra pa- 
rcillcmcnt inscrcr un plus grand nombre de moyennes 
propoitionncllcs entre deux quantitcs donnccs, ct lc 
nombre des constructions qui pourront resoudre la ques- 
tion sera egnl au nombre des rapports que presente la 
progression chercliec. S’il s’ngit, par excmplc, de con- 
struirc deux moyennes, KP, KQ, entre KA et KB, cc 
qui doit donner lieu uux trois rapports 

KA : KP :: KP : KQ :: KQ ; KB, 

il font qu’on ait 

angle AKP = angle PKQ = angle QKB , 

lc trait superieur indiquant quo cos angles sont en posi- 
tion liomologue sur les bases AK, PIC, QIC. Or on pout y 


Fig. a. I’lg. i bis. 



parvenir de trois manures, savoir, en divisant en trois 
parties cgales : i° Tangle A ICB ; 2 0 Tangle AKB, plus une 
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circonference; 3° 1’angle AKB, plus deux circon Terences 


Fig. a ter. 



ce qtii donnera Ics trois constructions rcpresentces par 
lesy?^. 2 , 2 bis, 2 ter (*). 

5. Observons main tenant quo, pour I’cxistcncc des 
relations qui viennent d’etre ctablies entre Ics quan- 
tites KA, KB, KC,. • il n’esl pas necossnire quo Ic de- 
part dc la direction, qui ennstitue line parlic de 1’csscnce 
<lc ccs quantites, soit fixe a un point unique K; mais quo 


(*) Lo princIpe surlcqucl sc foadent ccs constructions, cun tied 
il’une maniurc generate, consistc cn cc quo lo rapport do deux 
rayons Kl’, KQ, faisant entre cux un auglc QKP, depend dc eel 
angle, lorsque 1’on considcrc CC9 rayon* comme tiro* dan* turn 
cerlainc direction, ct quo or rapport est lo mCme quo cclnl de 
deux nutres rayons Kli, KS, Tnisant entre cux Ic mumc nn^le; 
mais, quoique ce principo soil, cii quclquc mnitiuro, uno exten- 
sion do colui sur icquel on utablit lo rapport (jdomclriquu entre 
tine lipnc positive el unc lipnc negative, on no lc prcscnic ici 
quo continc uno hypolhusc, dont, il rostcra a utablir In legitim itii, 
el dont, jusquc-la, Ics consequences dcvrontelro confirmees par 
unn autre vole. 
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cos relations out cgalcmcnt iicu, si Ton suppose quo 
cliaquc expression , comme KA, designe en general une 
grandeur egalc a KA, et prise dans la memo direction, 
comme K/A\ l^F, K^A 5 , BK,. . . (/g-. 3). 

Fig. 3. 

k; • a' 

i — i 



It K* K A" A 

Kn clfet, en snivant, a regard de eelte nouvclle especo 
do grandeurs , les raisonnements qui ont etc fails plus 
li.iut, on verr.i que, si KA, K'A', K" A" , . . . sont des 
unites positives, AK, A' K', A"K", . .. seront des unites 
negatives; que la inoyenne proportionnellc entre -hi 
ct — i pourrn <$trc exprimec par une ligne quelconquc, 
egalc aux preccdcntcs, pcrpcndtculatrc «l lcur direction, 
et qu’on pourra prendre a volontc dans l’un de ses deux 
sens, ctainsi do suite. On peut, pour aider les idees a sc 
lixcr, considercr un cas particulicr, comme, par cxcmplc, 
si l'on designe par KA une force delcrminec prise pour 
unite, ctdont Paction s'excrce sur tousles points possibles, 
parallolemcnt a KA ct dans Ie sens de K a A, eelte unite 
pourra otro exprimec par une ligne parallelc a KA, prise 
a partir d’un point quelconquc. L’unite negative sera 
une force egalc en action, ct dont Pellet a lieu parallele- 
menl la memc ligne, inais dans 1c sens de A a K, et 
pourra pareillcnicut ctrc exprimec par une ligne pnrtant 
d'un point quelconquc, laqucllo sera prise cn sens con- 
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traire de la prcccdcnte. Or il suflic quo lcs qualitcs do 
positives ct de negatives, que nous attribuon.s aux gran- 
deurs d’unc certaine cspece, dependent de directions op- 
posces entre lesqucllcs il en cxistc unc moyenne, pour 
qu’on puissc y appliquer les id<‘os dcvcloppees ci-dcvant 
a 1’cgard des rayons partnnt d’un centre unique, ct con- 
ccvoir, entre toutes les lignes qui represen teront unc telle 
cspece de grandeurs, les meracs relations qu’ont ofiertes 
ces rayons. 

G. En consc'quence de cos reflexions, on pourra gend- 
raliser le sens des expressions de la forme AB, CD, 
cl toute expression parcillc de'signcra, par la suite, unr 
ligne d’une certaine longueur, parallcle a unc certaine 
direction, prise dans un sens determine entre les deux 
sens opposes quo presente cctte direction, ct dont I’ori- 
ginc cst a un point quclconque, ces lignes pouvant cllcs- 
monics ctre l’exprcssion de grandeurs d'unc autre cspece. 

Com me cllesdoivcnt etre le sujet des rccliordiesqui vonl 
suivre, il cst a prnpos de Icin* appliquer unc denomina- 
tion pnrticulicrc. On les appcllera lignes en direction ou, 
plus simplemcnt, lignes dirigccs. Elies scront ainsi dis- 
tiiiguccs des lignes absolucs , dans lesqucllcs on nc con- 
sidc-re que la longueur, sans aucun egard a la direction (*). 


(*) L’oxprcssion do lignes en direction n’ost qu’nnc nbrcvir.tion 
do cello phrase : lignes considered eomme tippariciutni it nncccr - 
mine direction. Cello romarquo indiquo qu’on no pretend point 
fnndcr do noiivollcs denominations, mni*» qu’on cmploio cello 
faqon do s’cxprlmcr soit pour dvitor la confusion, soil pour nhre- 
Ccr le discours. 




7. En rapportant aux denominations d’usage Ics di- 
vcrscs espcccs dc lignes en direction qui s'engendrent 
d’une unite primitive IvA, on voit que toute ligne pn- 
rnllclc a la direction primitive est exprimee par un 
nombre reel, que ccJIes qui lui sont perpend icu la ires sont 
exprimecs par dcs nombres imaginaires ou de la forme 
dz a i , ct, enfin, que celles qui sont tracecs dans une 
direction autre que les deux prcccdentcs appartiennent 
a la forme dz a dzb — i , qui sc compose d’unc partie 
rcelle ct d'une panic imaginairc. 

Mais ces lignes sont des quantiles tout aussi reelles que 
I'unitd primitive; elles en ddrivent par la combinaison de 
I’idec de la direction avec l’idce dc la grandeur, ct dies 
sont, a cct egard, ce qu’est la ligne negative, qui n’est 
luillcmcnt regardee coniine imaginairc. Lcs nonis de nlcl 
et d' imaginairc nc s’accordcnt done pas avee lcs notions 
qui viennent d’dtrc exposees. II est supcrflu d’obscrver 
<juc ccux d' impossible et d'absurdc, qu’on rencontre qucl- 
qnefois, y sont encore plus coniraires. On peut d’ailleurs 
s ctonner de voir ces termes employes dans lcs sciences 
cxactcs autrement que pour qualifier ce qui est contraire 
il la veritd (*). 

Une quuntitc absurdc scrait ccllc dont I’existcncc en- 


(*) 11 y a ou uno dpoquo ou, conduits par la forco <lo la vdritu 
h admettre, dans Ics qunnlilds abstraites, dcs valcurs negatives, Ics 
Ijeomclres, uvanl apparemment quolquo diHicuIld a imagincr 
quo moms que ricn pAt Mre quclquc chose, donndrcnl la nom do' 
fuusses aux valours dont il a’aglt. Gc mot ccssa d’dtrc employe 
dans 1c sens qu’on y avail attache, lorsqu’on cul rcclifid Ics pre- 
mieres id dcs qui avaient donno liou 1 cctlo denomination vicicufO. 
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trainerait la vcrite d’uno proposition fausse : telle serait, 
par excmplc, la quantite x qui satisfcrait a la fob aux 
deux equations rr = 2 , 3, d’ofl s’cnsuivrait 2 = 3. 

En admettant unc parcillc quantite dans le calcul , on ar- 
riverait a dcs consequences aussi contradictoires quo 
l’cquation 2 = 3; mais les rcsultats obtenus par l’cmploi 
des quantiles elites imaginaires sont en tout confornics a 
ceuxqu'on deduit dcs raisonnements dans lesqucls on ne 
fait usage que de quantiles rcellcs. On pouvait done pres- 
sentir un vice dans les denominations qui plnfaient dans 
la memo classc les quantites vraimont absurdes et les 
racincs d’ordre pair des quantites negatives, et e’est le 
sentiment secret de cettc inconvcnnnce qui a c'to le pre- 
mier germc dcs idccs qui rccoivcnt leur dcveloppemcut 
dans cot Essai (*). Nous sommes done conduits h. em- 
ployer d’autrcs denominations. 

Observons que, quoiqu’il cxbtc unc infinite d’cspccus 
diftcrentes de lignes dc'rivc'cs de l’un ltd primitive, on ra- 
mcne, dans la pratique du calcul, et par les moyens done 
nous nous occupcrons bientot, toutes les lignes en di- 
rection aux especcs KA, KC, KB, KD. KA cst Funitc 
primitive ou positive; KC est Funite negative; KB et KD 
sont les unites moyennes [fig- 4)* 

De phis il convient d’embrasser sous un mcme nom 
les especcs opposecs, positives et negatives rcciproqucs. 
La reunion de deux especcs ainsi relatives formcra un 


(*) II cst presquo aupcrllu d’obscrrcr qu’on ne pnrlc iri que 
do In confusion qui enisle dans les mols, et qu’ou ne dit point 
que ccltc confusion soit aunsi dans les idecs. 
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ordre. Nous appcllerons orchc prime celui que composcnt 
l’especc primitive KA et sa negative K.C, et ordre me- 


F'ir- 4- 



i) 


tlianc cclui qui contient Ics espcces moyenncs KB et KD. 
Nous dirons aussi quantitd prime , qiurntitd mediane, 
pour quantity de Uovdrc prime , dc V ordre mddianc. Ccs 
denominations sont tirccs de la generation de cesquan* 
tiles et dc la mnni&rc dont nous on conccvons l’cxistencc. 
On pourra donner le nom general &' intermediaries ;i 
toutes Ics auircs, qu’ii n’est pas necessairc de designer 
particulicrcment (*). 


(*) 11 a old reinnrquc plus haut quo les rapports qu'on dil 
existcr entre Ics ligncs, cn vertu des directions auxqucllcs elks 
npparllcnncnt, no peuvent etre rogardcs, quant h present, que 
comma hypothetiquos. On est done fort eloignd do prdtendre quo 
les denominations proposccs danscct articlo soient propres a rem- 
placcr colics que 1 'usage a consacrccsj si on les emploic ici, e'est 
qn’en gdndrnl il convicnt d’exiter de sc servir do termes dont In 
signification propre soil contradictoiro ovee Ics idccs qu’on veut 
exprimer, nkmc lorsqu’il s’ngit dc supposition. 



8. On pourrait aussi, d’apios los idecs qui precedent, 
modifier Pexpression des quantiles dilcs imaginaires, do 
manicrc a donner plus de simplicitc a ccltc partie do la 
notation. 

Lorsqu'on ccrit 4- a\j—i ou — a^—i , on indiquo 
cxplicitcmcnt la generation de la quantile cc qui 
peut etre bon dans certains cas; niais, pour Pnrdinairc, 
on fait abstraction do ccttc gendration, et ^ — i n’est 
autre chose que 1’cspecc particulierc d’unitc a laqucllc 
s’appliquc 1c noinbre a. Il n’est done pas essentiel lenient 
udeessaire de rappelcr aux yeux cette goneration. D’ail- 
leurs 1’cxprcssion a \[—i presente i commc un fac- 
tcurqui multiple a ; mnis, au fond, ^ — i, dans 
n’est pas plus un facteur que 4- 1 dans 4- a ou — i 
dans — a. Or on n’ccrit pas 4- i -i.a, nmis sim- 
plement -\-a 1 — a, ct Ic signe qui precede a indique Iui- 
mcme quelle cspece d’unitc exprime cc nombre. On pent 
done employer un moyen scmblable rclativcment aux 
quantities imaginaircs, en dcrivant, par exempte, 
et |fl, au lieu de — a\J— i, les signes ~~ 

et -«p ctant positifs ct negatifs rcciproques. 

Pour la multiplication de ccs signes, on observera que, 
multiplies par eux-memes, ils donnent — , et quo, par 
consequent, multiplies Pun par Pautre, ils donnent -I-. 
On peut, d’ailleurs, etnblir une regie unique pour tous les 
signes, qui s’etend a un nombre quelconque de factcurs. 

Qu’on afTecte la valcur 2 a cliacun des traits droits, 
soit pcrpcndiculnircs , soit liorizontaux, qui entrent dans 
les signes i\ multiplier, et la valeur 1 a cliacun des traits 
courbcs : on aura, pour les quatre signes, les valcurs sui- 
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Cola pose, on prendra la somme de la valour de tous 
les fnctcurs, ct Ton cn rctrancjicra autant de fois 4 qu’il 
sera nucessaire pour quo le res to soil un des nombres i , 
a. 3, 4; ce roslc sera la valour du signe du produit; et 
parcillcmcnt, pour la division, on rctrnncliera la somme 
des traits du diviscur de cclle des traits du dividendc, u 
lacjuellc on aura njoutc, s'il lc Taut, un multiple de 4- ct 
Ie rcste indiquera lc signe du quotient. 11 est it remarquer 
quo ces operations sont des multiplications et divisions 
par logarithmes; cetto analogic so metira dans un plus 
grand jour. 

Ces nouveaux signes abregeraient la notation (*) et 
rendraient peut-dtre plus commode lc calcul des quantities 
iinaginaires, dans loquel il cst quelquefois facile de com- 
mettre des erreurs rclativemcnt aux signes (**). On cn 


(*) Ln qnantltc m-t-n v /, —T s’exprimant por m ~ n, ou par 
m -r> «, Tun des Bifincs ou -{- tiendrait lieu des quatro sipnc* 
■*“» “» ’• 

(**) Qu’il s’oijisso, par oxcmplo, do multiplier — my/— o pnr 
Lo produit des deux coefficients est — mn\ celui des 
deux radicaux cst — csjd\ enfln lo produit final esl -\-nmcyjd. Par 
les nouveauN siloes, les ilcux quantiles a multiplier s'expriuicra ion t 
par ~ m\fc, -p nsjed, on par -r m \}c, ~ n ^ cd , ct, au moyon 
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fora usage dans cc qui va suivre, sans pretend re pour 
rein qu'ils meritent d’etre adoptes. On ne sc dissimulc 
point qu’il y a un inconvenient inherent a toutes les inno- 
vations, memo k cellcs qui sont fondccs en raison ; Minis 
on ne pcifcctionucraU rien, si on les rcjclait par cola seal 
qu’ellcs blcssent les habitudes, ct il est au raoins ] tennis 
d’essayer. 

0. Nous allons ninintenant examiner les diflerentes nia- 
ntcres dont les lignes dirigecs sc combincnt entre dies 
par addition et multiplication, ct determiner les construc- 
tions qui en resultant. 

Supposons d’abord qu’on ait k ajouter a la ligne prime 
positive KP [Jig. 5) la ligne ega lenient prime positive KQ; 

Fie. 5. 

» — > ; 1 

K Q S P [\ 

la construction ne difTerera point do ccllc qui scrait em- 
ployee pour Irouver la somme des lignes absolues ICP, 
KQ} die consiste u prendre sur le prolongcment do KP 
la longueur PR = KQ, et la somme cherchce sera KR. 
On aura done 


KP -r- KQ = IvP -+- PR = KR. 


do la rfijlu dos lignes, on obtiendrait immedintement -i -mucJTl. 
Cot uvunlaoo, si loutcfois e’en est un, scrait nul pour un cnlcu- 
l.iicur cxcrcd, qui lit un produit It la simple inspection des fuc* 
tours ; mais tout le mondc n’n pns cctlc faculty. 

A r gaud. * 
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Pour ajouter a une ligne prime negative PIC line autre 
ligne negative QIC, la construction sc fera coinmo ci- 
dessus, niais cn sens inverse, ct on aura 

fic + QK PK -+- RP = RK . 

Ei» general , s’il s’agit d’ajouter deux lignes dc la meme 
cs|>ccc AD, AC, on prendra, dans la direction qui appar- 
tient a ccttc especc, PQ = AD, QR = AC, et on aura 

PQ -h QR : : AD AC — PR. 

S’il s’ngit d’ajouter a la ligne posili va KP la ligne ne- 
gative QIC, on prendra, a parlir du point P et dans le sens 
negatif, PS==QK, et I'on aura 

ICP -i- QIC ic§ QP. 

II cn serai t dc meme pour un ordre quclconque. 

Or le principc dc ecs constructions est de regarder le 
point d’arrivee P dc la ligne ICP coramc le point dc de- 
part dc la ligne it ajouter, ct dc prendre respectivcmcnt, 
|»ur points dc depart et d’arrivee dc la somme, le point 
dc depart dc KP ct lc point d’arrivee de la ligne a ajouter. 
En appliquant cc meme principc nux lignes dcs autres 
ordres, on conclura que, les points IC, P, R ctant qucl- 
cmiqucs, on a tou jours 

KP4-PR = KR; 

ct, coramc chacune dcs lignes ICP, PR peut egalcmcnt etre 
la somme dc deux lignes, coramc KM -4- MP, PN -i- NR, 
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les points M, N ctant a volonto, on tircra <Ic la ccitc con- 
clusion gtWrule, quo, A, B; Of, K, 0,. . R, S, T ctant 
des points quelconqucs, on a 

AB = AM -+- MN -i- NO -I- o777 777 “ 

-4- 777r -4- RS -1- ST -f- fS. 

Lcs points A, B, M,. . . peuvcnt coincide!*, nu dtrc tcllc- 
inent places quc lcs ligncs AM, MN,. . . passcnt plusicurs 
fdis par la indmc trace, sc croiscnt entre dies, etc. To u lcs 
ccs circonstnnces sont indiffercnlcs (*). 

10. Toute ligne en direction pent ainsi ctre decom- 
posite d*unc infinite de inanicrcs. 

Veut-on, par cxcmple, decomposer la ligne KP [Jig, (>) 


FI C . C. 
IS 



Iv K A 


en deux parties, Tune de 1’ordre KA, l’autrc de I’or- 
dre KB : on tircra, sur KA, PK parallclc a BK, et on 


(* ) Celle regie cst concluc par voio d'imluction. cl il fan l lid 
appliquor co qtii adtd dit, n° 4, note ( * ), relative mem aux rap- 
ports geomOtriques dcs ligncs dirigccs. 


7 . 





riff. 7. 



[fig. 7), dont Ics fucteurs sont ties unites non primes. 
S>it pris angle CKD = angle AKB. 



- 21 - 


D’apres cc qui a etc die plus haul, n° 4, note (*), on 
aura 

ka : kb :: kc : kd, 

d’ofi 

KAxi^D = KBxKC; 

raais 

KA :rz -h i , 

done 

KB X KC — KD. 

Ainsi, pour ennstruire le produit dc deux rayons din- 
gus, il faut prendre, it partir de Poriginc dcs arcs, la 
somme dcs deux arcs qui appartiennent a ccs rayons, ot 
Pextremite dc Parc-somme determines la position du 
rayon-prod u it : e’est encore unc raultiplicatinn Iognrith- 
mique. Il n’est pas ncccssairc de montrer que cctte regie 
a lieu pour un nomine quelconquc dc factcurs. 

Si les facteurs ne sont pas des unitds, on pourra les 
uiettre sous la forme jr.KB, jz.KC, . . m, . . ctant 
des coefficients ou lignes primes positives; ct Ic produit 


( mn . . .).(KB. KC. . .) = (mn . . ,).K1\ 

Or le produit de la ligne prime positive (mn. . .) par le 
rayon Kl* n’est autre chose que cette menu.* ligne lirec 
dans la direction de ce rayon. 

La division s’oporera par une marchc inverse, qu’il 
serai t superflu de detailler. 


12. Avee ccs regies, on operera unc construction qucl- 
conque des lignes diiigces, comme on pratique cclles des 



lignes absolucs. On peut maintenant passer a quclques 
applications des principcs qui viennent d’etre exposes, et 
on cnoncera d’ubord qnciqucs consequences im mediates, 
qui sont tie nature a avoir un cniploi plus frequent. 


F iff. 8. 



§ i. Si AB, BC,. . . , EN (/£. 8) sont des arcs egaux 
an norobre de et qu’on fassc 

3U5“«, 

on aura 

KG — u 7 , 

K B=u\ 

> 

KN = uf. 


§ 2 . Si l’on trace les arcs inferieurs AB', B'C' 



E'N', on aura 


KB' = -3 
u 

KC 7 = 

a* 


KJN' = -• 
a' 1 


§ 3. Done 







KJN' 


§ 4* Si l’on prend, sur dcs rayons correspondants. 


Kp — 

Ky = K 7 ' t 
VLdz=KS' t 


Ics longueurs Kp, ICy, K.£,. . . etant 1 volontc, on aura 
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encore 





§ 5. Si l’on construct sur les rayons KA, KM, KK, 
considcrcs commc bases, dcs figures egules et scmblnbles, 
ct que a, in, n soient dcs lignes homologucs, oil aura 

m = n X KM , 
n =r a x KN, 

d’oii 

~=r = ~r- j on m .KN = n. KM . 

OI KK 


§ 6. MN etant un arc pris dans un lieu quelconque 
dc la circonfdrcncc, il peut due quclqucfois commode do 
designer, en gdndral , par K.MN le rayon en direction 
tird par l’cxtreinitc B de I’arc AB = BIN, A etant tou- 
juurs l’orjginc dcs arcs. On aura ainsi 

K.MK X OQ = k.(BlN-t-PQj, 
ct 


K.MN 

kTpq 


= K.(11N — TQJ. 
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§ 7 - Si KB est I’espccc a laquelle nppartieut unc lignc 
en direction PQ, on a 

PQ = PQXKB; 

car on pcut regardcr la lignc absolue PQ comrac prime 
positive. 

§ 8. Si Ton a Pequatinn 

r'.PQ = / ff .5lN, 

r', r" etant dcs rayons en direction inconnus, et PQ, 
BIN des lignes dc me me cspcce ou dcs fignes absolucs, if 
s’ensuit que 

et, par consequent, 

PQ = MN, ou PQ=iiS*. 

H C . p. 



13. Soicnt maintenant AB, BC, . . . , EN {/ig» 9 ) dcs 
arcs egaux au nombre dc n \ on a 

KN =7 KB*; 
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mois 

KN = Kv -i- vS , et KB = Kp + p; 

done 

B H- = (Kp -f- p)". 

Faisons Fare AJ3 = a , et par consequent AN = na, 

cos a, K.v — cosna, 

pB=:^-sin«, vN= ^sin/ra; 

1'c'quation precedcnte devient 

cos na ~~ sin<i = (cos<z ~ sin<j) n . 

Cc theorime, exprimd, avee la notation ordinaire, par 
cos na 1 • sin na — (coso ±: \f~- 1 . sin a)'\ 

ret fundamental dans la theorie des fonctions circulaires ; 
entre autres usages, il sert a exprimer en series les va- 
lours de cos a: et sin a:. 

En dcvcloppant lc bindme, Separant les termes d’ordre 
diflorents, ct divisant par — i l’equntion donnee par les 
termes medianes, on a 1’exprcssion de cos«*z ct sin/?o; 
faisant ensuitc na = x, et supposant que n augraente et 
que a diminue indeTmiment, x restant constant, on ob- 
tient, par les liniites, 

cos.r = i 

sin 


x? x % -T 0 

2 + 2.3.4 2. 3.4. 5.6 h ** 

x 3 . r. 1 ,r’ 

2.3 2. 3.4*5 2. 3. 4*5. 6. 7 "** 
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li. Dc KN s= KD" on tire 

I 

o — kS", 

ou 


I 

Kp + pB = (Kv-h vlf)" 



Substituant les valeurs precedentes et fuisant attention 
que 

vN ~sin/i/7 

= = ~ tan sna, 

K. v cos na 

on eflectuera la separation, ct I’equalion provenant des 

termes mediancs, etant inuiliplic'c par — - =: -f* n i don- 

nera, par la meme supposition qui a etc faite plus haut, 

__ tang a .r tang‘d tang’* 

X = langx J -+— 5 — + 





15. Soient [fig. 10 ) Ies arcs AB = a, AC = b. Qu’on 


Tic. io. 
1) 



prcnnc CD = AB, on aura (n° 11) 

KX) = KBXKC; 

innis 

KD = K3 o D r= cos [a -t- b) ~ sin [a -4- b) y 
KB = Kft -+- pB=:cosfl~sin<7, 

ICC = K 7 -i- y C = cos b — sin£; 

<lonc 

cos [a 4 - b) sin [a ■+■ b) = (cos a sin a) (cos b ~ sin b). 

En cfTcctuant la multiplication du second merabre ct 
scparant les ordres, on a 

cos [a -+• b) — cos <7 cos b — sin a sin b , 
sin [a -h b) = cosa sin b -|- sin a cos b 
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